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SA}IENVATTING
Het doel hetwelk in dit proefschrift wordt gesteld, is een drieledig.
Eerst wordt de door H. FnnuoBNrHAL gegeven methode der R,r-
adische ontwikkeling van topologische ruimten gegeneraliseerd (hoofcl-
stukken II en III). \rervolgens worden verschillende zoogenaamde
permanentiestellingen met daarbij aansluitende onderzoekingen behan-
deld (hoofdstuk IV). Tenslotte worden door middel van Rr-adische
rijen van continua verschillende reeds bekende niet splitsbare con-
tinua en één bekend absoluut niet splitsbaar continuum geconstrueerd,
terwijl deze methode anderzijds wordt gebruikt om niet splitsbare
en absoluut niet splitsbare continua van allerlei nieuwe typen voort
te brengen (hoofdstuk VI).
In het inleidende hoofdstuk I geven wij enkele grondbegrippen en
stellingen uit de verzamelingstheoretische topologie voor zoover die
voor de erop volgende hoofdstukken van belang zijn. Daarbij hebben
wij ons voor een belangrijk deel gehouden aan de terminologie van
het bekende werk van ArrxeNoRonr-Hot F, Topologie I, (Beriin, 1 935).
Enkele stellingen daaruit worden een weinig verscherpt. In het bij-
zonder zij in dat verband gewezen op die uit 1.10.5 en 1.12.9. Deze
stellingen doen resp. zien
1". dat de verzameling ,4' aller accumulatiepunten eener punt-
verzameling A van de compacte topologische ruimte R compact is,
indien in R het eerste scheidingsaxioma S, is vervuld,
2". dat het continue beeld R' eener compacte topologische ruimte
R weer compact is, als in R het eerste scheidingsaxioma is vervuld.
Door de constructie van tegenvoorbeelden wordt daar verder aan-
getoond (vergl. 1.10.5, Opmerking resp. I .l2.l}), dat het gestelde
onjuist is zoodra wij het scheidingsaxioma S, door So vervangen.
In hoofdstuk II wordt dan de door FnBuoENTHrtL gegeven theorie
der R,-adische ontwikkeling van topologische ruimten gegenerali-
seerd door de definitie van het begrip ,,R,-adische rij van al,genteen-
topologische ruimten". Een rij van algemeen-topologische ruimten
Rrr, n : 1,2, . .. , waarvan voor '11, ) 2 elk element in het voorafgaan-
de continu is afgebeeld
l i - tR*C Rn_r ,
l 0
zullen wij een R;adische rij van algemeen-topologische ruimten noe-
men. Het is mogelijk bij een dergelijke rij een algemeen-topologische
ruimte R als ,,Rr,-adische limiet dier rij" te definieeren. Een derge-
lijke rij stellen wij voor door het volgende symbool
R 1  < - R ,  < - . ( l i * '  R,* ,  C R,) .
In het speciale geval, dat alle ruimten R, topologisch zijn vallen
de door ons te geven definities met die bij FnrulnNTHAL samen (vergl.
2 .1  en  4 .5 ) .
In de litteratuur treden de R;adische ontwikkelingen reeds vóór
de systematische beschouwing ervan door FnBUDENTHAL op.
Als eerste heeft L. E. J. BnouwER 1) ze gebruikt voor het voort-
brengen van topologische groepen. Hij beschouwde Rr-adische rijen
van eindige discrete groepen, waarbij de afbeelding van een element
der rij in de voorafgaande een homomorphisme is.
P. AmxaNDRoFF 2) heeft een zoogenaamde spectraalontwikkeling
van compacte metrische ruimten gedefinieerd welke met de R,-adische
ontlvikkeling zekere overeenkomst vertoont.
S. LrnscsBrza) heeft vervolgens de begrippen ,,R-r,adische rij" en
,,limiet eener R*-adische rij" volkomen algemeen gedefinieerd voor
het geval de elementen der rij compacte metrische ruimten zijn.
Een met de R;adische voortbrenging van ruimten veel overeen-
komst vertoonende voortbrenging van topologische groepen is de
E;adische voortbrenging van D. veN Dewrztc a).
Onafhankelijk van elkaar én van het werk van Lefschetz hebben
P. Arexalrononrs) en H. Fnnuorwrnero) in 1935 de begripper ,,Rr-
adische rij van topologische ruimten" en ,,limiet eener R;adische rij"
gedefinieerd. Delaatstgenoemde gaf vervolgens 7) een uitvoerige theorie
' )  L.E. J. Bnouwen, On the structure of perfect sets of points, Proceedings
Amsterdam f2  (1910) ,  785-794.
r) P. Ar.nxenDRoFF, Untersuchungen iiber Gestalt und Lage abgeschlos-
sener  Mengen,  Anna ls  o f  Math .  (2 )  30  (1929) ,  101-187.
r) S. Lonscrrmz, On compact spaces, Annals of Math. (2\ 32 (1931), 522
-538, speciaal g 31.
r) D. vem DeNrzrc, Zur topologischen Algebra II I ,  Composit io Math. 3
( 1 9 3 6 ) , 4 0 8 - 4 2 6 .
5) P. ArrxeNDRoFF, Sur les suites d'espaces topoJogiques, Comptes Ren-
dus  200 (1935) ,  rToB-1709.
6) H. Fnn.uoENTHÀL, Die,I ir-adische Entwicklung von Ráumen und Grup-
pen, Proceedings Amsterdam 38 (1935), 414-418.
r) H. FnruoENTHAL, E,ntwicklungen von Ráumen und ihren Gruppen,
Compositio Math. 4 (1937), 145-235.
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betreffende de R;adische ontwikkeling van topologische ruimten en
groepen.
Naast de bovengenoemde onderzoekers dient nog L. PoNrn;eclN 1)
te worden vermeld die van R;adische rijen van topologische groepen
gebruik maakte, waarbij dan natuurlijk weer de afbeeldingen /fi+l,
,t:1,2,. . . , continue homomorphismen zijn. Ook FnrunnNruar heeft
bij verschillende onderzoekingen van Rrr-adische rijen gebruik ge-
maakt 2).
Wij zullen sommige beschouwingen zooals die bij Fnnuoexrsers) te
vinden zijn in de hoofdstukken II en III voor algemeea-topologische
ruimten generaliseeren.
Indien een dergelijke rij
R ,  + -R,  < -  . . .  UX* t  R** ,  C  R, r )
is gegeven, dan bestaat de R,n-adische limiet dezer rij uit de punten
a :  \ í t r y , e z ,  . . . ) ,  a o C R n ,  l i o t  o n * r - e i ,  i :  l ,  2 , . . .
In de verzameling van deze elementen moet nu nog een topologische
toevoeging worden gedefinieerd. Bij FnnUoENTHAL kan men dit doen
door in R een begrip ,,omgeving" in te voeren op grond van het feit
dat alle Ro omgevingsruimten zijn. Dit is in ons geval vanzelfspre-
kend onmogelijk. In 2.1 wordt deze topologische toevoeging gedefi-
nieerd en vervolgens wordt in de rest van hoofdstuk II en III aan-
getoond, dat allerlei reeds door FnnunexrnAl bewezen stellingen ook
thans geldig blijven. X{et name is dat het geval voor de zoogenaamde
R;adische limietstellingen.
Er wordt in hoofdstuk II bovendien een ,,Permanentiestelling der
relativeering" bewezen (Stelling 2), welke er op neerkomt, dat de
relativeering der topologische toevoeging in de elementen der R*-
adische rij en de R,-adische limietvorming commutatief zljn. Deze
stelling wordt bij FnnuonNrHAL niet gevonden. Zíj is rveliswaar ge-
makkelijk bewijsbaar, maar geenszins triviaal.
r) L. PoNrn;acrN, Uber den algebraischen Inhalt topologischer Duali tàts-
satze, Math. Annalen f05 (1931), 165-205 ( insbes. 194-197) en Sur les
groupes topologiques compacts et le cinquième problème de Hilbert, Comtes
Rendus f98 (1934), 238-240.
'g) H. FnruoENrHAL, Die Hopfsche Gruppe, Composit io Math. 2 (1935),
134-162, $ 9-1 I en Topologische Gruppen mit geniigend vielen fastperio-
d ischen Funkt ionen,  Anna ls  o Í  Math .  (2 )  37  (1936) ,57-77 ,  m.2 l -26 .
3) Entwicklungen von Ràumen und ihren Gruppen, Con-rposit io Math. 4
(1937), 145-235.
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In hoofdstuk IV wordt de vraag behandeid onder welke omstan-
digheden de limiet eener R,-adische rij zekere eigenschappen bezit
wanneer oneindig veel elementen der rij die eigenschappen bezitten.
Een desbetreffende stelling noemen wij een permanentíestell,ing.
Wij onderzoeken dit voor de gevallen dat
I de topologische toevoeging door een begrip ,,convergentie"
wordt geïnduceerd (4.1),
2. de topologische toevoeging door een begrip ,,omgeving" wordt
geïnduceerd (4.2),
3. de topologische toevoeging door een algemeene metriek u'ordt
geïnduceerd (4.3),
4. de topologische toevoeging door een metriek wordt geïndu-
ceerd (4.4),
5. de elementen der rij topologische ruimten zonder meer zijn
(4.s)
Voor topologische ruimten worden vervolgens onderzocht de ge-
vallen dat de elementen der rij
6. aan zekere scheidingsaxioma's voldoen (4.6),
7. aan één der beide aftelbaarheidsaxioma's voldoen (4.7),
8. compact (4.8),
9. locaal compact (4.9),
10. samenhangend (4.10),
l i . locaal samenhangend (4. 1 1),
12. volledig (4.12),
zijn.
Bij het onderzoek van deze vraag mogen rvij ons beperken tot de
gevallen dat al,l,e lementen der rij één van genoemde eigenschappen
bezitten (Stelling l0). Het blijkt dan, dat de eigenschappen aange-
duid onder 2, 3, 4,5, 7 en 12 zonder meer permanent zijn (Stellingen
14, 17, lB, 19, 2l en 32). In het geval I is er permanentie als de elemen-
ten der rij omgevirtgsruimten met aftelbare locale basis zijn (Stelling
13 * Opmerking daarbq). Dit geeft aanleiding tot het ,,Ro-adische
convergentiekriterium". Door een tegenvoorbeeld wordt getoond dat
voor het geval deze onderstelling onjuist is permanentie dezer eigen-
schap niet optreedt (Stelling l l). Rrj dit tegenvoorbeeld wordt tevens
terloops een aftelbare normale topologiscFe ruimte geconstrueercl
die geen aftelbare locale basis dus a fortiori geen aftelbare basis
bezit.
De scheidingsaxioma's blijken met één uitzondering voor de limiet
eener R,,-adische rij geldig te zijn wanneer zij dat voor de elementen
er van zijn (Stelling 20).Voor het vierde scheidingsaxioma S+, ge-
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lukte het niet een dergelijke stelling te bewijzen of door een tegenvoor-
beeld de onjuistheid ervan aan te toonen.
,,Compactheid" blijkt een permanente eigenschap te zijn bij de
nevenonderstellingen dat het scheidingsaxioma S, vervuld is en dat
de elementen der rij een aftelbare locale basis hebben (Stelling 24).
De eigenschap ,,locaal compact zijn" is, ook bij zeer sterke neven-
onderstellingen, niet permanent, gelijk door verschillende voorbeelden
wordt bewezerr (Stellingen 26 en 3l).
Hetzelfde geldt voor de eigenschap ,,locaal samenhangend zijn"
(Stellingen 30 en 31).
De eigenschap ,,samenhangend zijn" is permanent voor een of-Rn-
adische rij indien de elementen der rij compact zljn, aan het schei-
dingsaxioma S, voldoen en een aftelbare locale basis bezitten (Stel-
ling 2B). De onderstelling der compactheid kan hierbij niet worden
weggelaten gelijk het voorbeeld van Stelling 27 toont. In het bijzon-
der blijkt de Rr,-adische limiet van een rij van continua weer een
continuum of een enkel punt te zljn (Stelling 29).
In hoofdstuk V refereeren wij kort over door Freudenthal gevonclen
resultaten betreffende de ontwikkelbaarheid van compacte metrische
ruimten in een rij van polyeders alsmede die betreffende de dimensie
van R,r-adische limietriumten.
In hoofdstuk VI tenslotte bespreken wij verschillende methoden
ter constructie van niet splitsbare continua van allerlei aard. Enkele
historische opmerkingen over tot nu bekende constructies gaan voor-
op (6.1.1.). In 6.1.2 volgt een algemeene stelling die de constructie
van nieuwe niet splitsbare continua terugvoert op reeds bekende
constructies. Dit berust op het volgende. Indien aan elk element
R* eener op-R;adische rij van corttinua,
R, <- R, <- . . . (Íi*'Rn*, c R,,),
een continuum Anis toegevoegd waarop het eerste continu is afgebeeld,
g * R * :  A n ,  n : 1 , 2 , . , . ,
terwijlverdervoor alle waarden van n bij elk punt anal C,4*11 een
punt a, ( .4, bestaat z6ó dat
q* ÍX+t  e í ] r  en+r  C an ,
dan wordt hierdoor een op-Rrr-adische rij gedefinieerd waarvan de ruim-
ten ,4,c1e lementen zijn en de verbindende afbeeldingen *Íl+rA n +rC A n
kunnen worden voorgesteld door
* l n + l  -  , ^  t n + l  , " - rl n  -  Y n  l n  Y n + l '
t 4
Deze nieuwe R,n-adische rij wordt een rij van beelden der gegeven rij
genoemd. De R,n-adische limiet A dezer rij zij een niet splitsbaar con-
tinuum. Voldoende voorwaarde voor het niet splitsbaar zljn van R
is nu dat het beeld van elk echt deelcontinuum van R,., n : l, 2, . . . ,
bij de afbeelding ??? een echt deelcontinuum van An is. (Stelling 35).
In 6.8.2 wordt nog door middel van een tegenvoorbeeld aange-
toond, ciat deze laatste voorrvaarde niet zonder meer kan worden
weggelaten.
Hierna valt hoofdstuk VI in drie hoofdonderdeelen uiteen.
A. De R,-adische voortbrenging van de continua van KNesren.
l)eze continua waarvan het eerste groote overeenkomst vertoont met
het zoogenaamde continuum van BnouwER worden geconstrueerd
als R;adische limiet van een rij segmenten. De Rr,-adische limiet
van zoo'n rij noemen wij een s-continuum. Bij de constructie spelen
de niet splitsbare afbeel,dittgen, van continua op elkaar een belang-
rijke rol. Is het continuum B op het continuum ,í continu afgebeeld,
lB : A, dan heet f een niet splitsbare afbeelding als voor elke splitsing
van B in twee deelcontinua, B : B r * Br, minstens één der beide relaties
ÍBr :  A  en  lBr :  '4
juist is. Gemakkelijk is te bewijzen dat een voldoende voorwaarde
voor het niet splitsbaar zijn van de limiet van een op-Ro-adische rij van
continua is, dat de verbindende afbeeidingen l[+r niet splitsbaar
zijn. Een en ander is, iets algemeener geformuleerd, bewezen in
Stelling 51. l\[et behulp van deze begrippen is het mogelijk continua
voort te brengen van de volgende typen
I ". niet splitsbare continua zonder meer,
2o. continua waarvan elk deelcontinuum een niet splitsbaar con-
tinuum bevat,
3o. continua waarvan elk deelcontinuum niet splitsbaar is (een
,,absoluut niet splitsbaar continuum").
Door deze nieuwe constructiewijze wordt met name in het tweede
en derde geval de structuur dezer continua weliswaar niet aanschou-
welijker, maar het geheel is toch veel minder gecompliceerd dan de
constructiewijze van I{Nasran terwijl de bervijzen dat de gecon-
strueerde ruimten de aangegeven eigenschappen bezitten al heel een-
voudig zijn. Bovendien laat onze constructie nog allerlei variaties toe
in de keuze der de segmenten verbindende afbeeldingen ll+1. Daar-
door kan men b.v. in het tweede geval naar keuze zoowel verkrijgen
dat het geheele continuum niet splitsbaar is als ook dat het splitsbaar
is (Stelling 53; bij KlTastnn is het niet splitsbaar!).
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B. R,-adische voortbrenging van niet splitsbare continua door
middel van irreducibele continua.
Aangezien een segment een zeer speciaal geval van een irreducibel
continuum is kan men trachten met irreducibele continua van alge-
meener structuur als voortbrengende ruimten niet splitsbare continua
te construeeren. Na een inleiding refereerende over de bekende theo-
rie der irreducibele continua van KunarowsKr (ó.7) volgt dan in 6.8
een stelling welke een nieuwe voldoende voorwaarde geeft voor het
niet splítsbaar ziln van de limiet eener op-R;adische rij van continua
en wel nauwkeuriger voor een rij van irreducibele continua. Het is
n.l. mogelilk een irreducibel continuum C te splitsen in ,,lagen" T'
0 S x É I. (Hierblj zien wij af van het triviale geval dat zoo'n conti-
nuum uit slechts één enkele laag bestaat.) Deze splitsing in lagen
bezit de eigenschap dat als lim xr": r, lim sap T"nC T,. Een con-
tinue aÍbeelding van een irreducit"f 
"olËffrum in een ander wordteen ,,laagsgcwíjze" afbeelding genoemd als het beeld van een laag
steeds in een laag is bevat. Zij nu een op-Rr-adische rij van irreducibele
continua
R,  n -R,  < -  . . .  U* ,+ t  R** ,  -  Rr )
gegeven, rvaarbij a"lle lft+r laagsgewijze afbeeldingen zijn. Men kan
dan op grond van de splitsing in lagen Tn* O <x <1, van R,r,
n.: 1,2, . . , , aantoonen dat er een aan deze rij van continua toege-
voegde rij van continue beelden dezer continua,
L, <_ L, <_ .  .  .  ( l ï r* '  L**,  _ Ln),
bestaat, welker elementen I, segmenten zijn en waarvan de R;
adische limiet dus een s-continuum is. Op grond van stelling 35 volgt
dan direct, dat R een niet splitsbaar continuum is indien L : lím Ln
het is en bovendien de volgende conditie is vervuld: I
De eindlagen Trro en l ,nr van Rr.,  n:1,2,. . .  ,  z i jn verdicht ings-
continua van Rrr, d.w.z.
Rn- Tn,
of punten (Stelling 54).
-  Rr ,  -  Tnt :  Rn
Daarmede is de hoofdstelling bewezen. Als uitwerking hiervan
worden in 6.9.2 niet splitsbare continua van willekeurig hooge di-
mense (dimensie oo inbegrepen) en in 6.9.3 absoluut niet splitsbare
continua van nieuwe typen geconstrueerd. constructies van niet
splitsbare continua van dimensie > I waren in de litteratuur reeds
l o
bekend en wel bestond er één constructiemethode afkomstig van
Unvsonu. In vergelijking daarmede is de hier geven constructie van
een bijzondere eenvoud. Van de absoluut niet splitsbare continua was
tot nu slechts het bovengenoemde KNastBRsche voorbeeld bekend.
C. R;adische voortbrenging van niet splitsbare continua door
middel van niet irreducibele continua.
Bij de constructies uit I en impiiciet ook bij die uit II, speelden
de bovengenoemde niet splitsbare afbeeldingen een belangrijke rol.
Zooals echter in 6.6., opmerking III, rvordt aangegeven is het ter
verkrijging van de niet-splitsbaarheid van de limiet eener R;adische
rij van continua in het geheel niet noodzakelijk dat de afbeeldingen
Íl*t,n : 1,2,. . . , niet splitsbaar zijn. Voldoende is in verschillende
gevallen reeds dat d" Íi*' ,,zwak niet splitsbaar" (6.10) zijn. Een
continue afbeelding ÍA -- B (A en B zijn continua) heet hierbij zwak
niet splitsbaar, indien er een splitsing van B in echte deelcontinua
Bren B, bestaat, B: Bt* Br, zoodanig dat voor elk paar contpo-
nenten A, en Arvan Í- tB, resp. f- lB, geldt dat
A t +  A 2 +  Á .
is. Een niet splitsbare afbeelding is steeds zlvak niet splitsbaar en
omgekeerd is I niet splitsbaar indien zij de boven aangegeven eigen-
schap voor elke spiitsing van B in tlvee echte deelcontinua bezit.
Verschillencle andere constructies worden nu verder besproken die
van dergelijke zwak niet splitsbare afbeeldingen gebruik maken.
Allereerst wordt in 6.1 I een constructie van de ár-adische solenoïde
van vAN DeNrzIc gegeven; deze solenoïde is te beschouwen als R*-
adische limiet van een rij van cirkelomtrekken bij geschikt gekozen
aÍbeeldingen ÍX*'. De daarbij gebruikte afbeeldingen zljn niet splits-
baar. In 6. 12 worden andere continua beschourvd die als Rr,-adische
limiet van rijen van cirkelomtrekken of door generalisaties daarvan,
ontstaan. Eerst wordt daar verwezen naar een publicatie van mij,
waarin bewezen wordt, dat de meer-dimensionale solenoïden wél
splitsbare continua zljn (6.12.1). In 6.12.2 en 3 worden dan con-
structies van niet splitsbare continua gegeven zoowel van dimensie I
als dimensie > l.
In 6.13.1 volgt de constructie van een absoluut niet splitsbaar
continuum met cirkelomtrekken als voortbrengende ruimten; in
6.13.2 wordt dit gegeneraliseerd tot de constructie van weer andere
voorbeelden van dergelijke continua.
Tenslotte bewijzen wij in 6.14.1 de mogelijkheid der constructie
van niet splitsbare continua van willekeurige dimensie met sferen als
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lroldoende is in verschillende
splitsbaar" (6.i0) zijn. Een
continua) ireet hierbij zwak
ran B in echte deelcontinua
ig dat voor elk paar compo-
geldt dat
l .
reds zrvak niet splitsbaar en
de boven aangegeven eigen-
: echte deelcontinua bezit.
Cen nu verder besproken die
:eldrngen gebruik maken.
e van de àu-adische solenoide
de is te beschouwen als R,-
lrekken bij geschikt gekozen
afbeeldingen zijn niet splits-
reschourvd die als R,-adische
door generalisaties daarvan,
raar een publicatie van mlj,
limensionale solenoiden rvél
12.2 en 3 worden dan con-
geven zoowel van dimensie i
een absoluut niet splitsbaar
r'oortbrengende ruimten; in
constructie van weer andere
mogelijkheid der constructie
urige dimensie met sferen als
t /
voortbrengende ruimten (deze constructie is een generalisatie van die
uít 6.12.2). In 6.14.2 volgt een schets van een constructie van twee-
dimensionale niet splitsbare continua met behulp van analytische
functies. De laatste constructie uit 6.14.3 staat min of meer afzon-
derlijk omdat hier de voortbrengende ruimten som van een eindig
aantal niet splitsbare continua, maar toch in elk geval weer irredu-
cibele continua zijn.
Er moge eindelijk nog worden opgemerkt, dat dus de constructie
van niet splitsbare continua met name van die rvelke een dimensie
> I hebben door de aangegeven methoden op eenvoudige en overzich-
telijke rvijze mogelijk is. Daartegenover evenwel staat, dat de con-
structie van absoluut niet splitsbare continua door het voorafgaande
wel op allerlei wijze mogelijk blijkt, maar geen der in hoofdstuk VI
hiervoor aangegeven methoden voert boven de dimensie I uit. Het
is een nog onopgelost probleem of absoluut niet splitsbare continua
van een dimensie > I bestaan.
